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Soma extra de quadrados



Motivacao

Verificar a redu¢do na soma de quadrados do erro quando uma ou mais
variaveis preditoras sao adicionadas no modelo de regressao, dado que
outras variaveis preditoras ja estao incluidas no modelo.

Equivalentemente, podemos utilizar a soma extra de quadrados para medir o
aumento na soma de quadrados da regressao ao adicionarmos uma ou mais
preditoras no modelo.

Em resumo, a soma extra de quadrados pode nos auxiliar na decisao de
inclusao ou retirada de variaveis no modelo.
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Exemplo

Relacdao entre gordura corporal e 3 medidas corporais.

Subject
I

ed b —

Triceps
Skinfold Thickness

Xin
19.5
24.7
30.7
30,2
22,7
25.2

Thigh
Circumference

KXiz
43.1

49,8

51,9
58,6
48,2
51,0

arm
Circumference

"X

Body Fat
]

TR
22.8
18.7
25.4
14.8
21,1
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Exemplo: Regressao de Y em X;

(a) Regression of ¥ an X,
Pl= —1.496 4 B572X,

Source of
Variation

Regression
Error
Total

Variable
X1

55 df
352.27 1
143,12 18
495.39, 19
Estimated Estimated
Regression Coefficient Standard Deviation
by = 8572 s{by) =.1288

SOReg(X1) = 352.27

SOE(X)) = 143.12

MS5

352.27
7.95

r
6.66
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Exemplo: Regressao de Y em X;

dat = read.table('./dados/fat.txt")
colnames(dat) <- c("X1","X2","X3","Y")

X1 = datl[,1]
X2 = dat[,?2]
X3 = dat[, 3]
Y = dat[,4]

modelol <— m(Y ~X1)
summary(modelol)$coefficients

HHE Estimate Std. Error  t value Pr(>|t]|)
## (Intercept) -1.4961046 3.3192346 -0.4507378 6.575609e-01
#H X1 0.8571865 0.1287808 6.6561675 3.024349e-006
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Exemplo: Regressao de Y em X;

anova(modelol)

## Analysis of Variance Table

##

## Response: Y

1Ht Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

# X1 1 352.27 352.27 44.305 3.024e-06 *xkx
## Residuals 18 143.12 7.95

## —_—

## Signif. codes: @ 'xxk' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1
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Exemplo: Regressao de Y em X,

Source of
Variation

Regression
Error

Total

Variable
X2

(b) Regression of ¥ on X3
f = —23.634  .B565X:
55 df
381.97 1
113.42 2 18
495,39 19
Estimated Estimated
Regression Coefficient Standard Deviation
by = 8565 “s{bz) = 1100

MS

381.97
6.30

:I
7.79

SOReg(X,) = 381.97

SOE(X,) = 113.42
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Exemplo: Regressao de Y em X,

modelo2 <— lm(Y ~X2)
summary(modelo2) $coefficients

1t Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
## (Intercept) -23.6344891 5.6574137 -4.177614 5.656662e—04
#H X2 0.8565466 0.1100156 7.785681 3.599996e-07
anova(modelo2)

## Analysis of Variance Table

#

## Response: Y

#H# Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

#H X2 1 381.97 381.97 60.617 3.6e-07 *xx
## Residuals 18 113.42 6.30

##- R

## Signif. codes: 0 'xkk' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 '

1
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Exemplo: Regressaode Y em X; e X;

(c) Regression of ¥ on X, and X,
P = —19.174 + .2224X, + .6594X;

Source of
Variation 55 df M5
Regression 385.44 2 192,72
Error 109,95 17 6.47
Total 495.39 19

Estimated Estimated
Variable Regression Coefficient Standard Deviation "
.H'| b'| - 2224 S“’hl = .3‘[}34.; o3
X2 by = 6594 s{by) = .2912 2,26

SOReg(X1,X2) = 385.44

SOE(X1,X2) = 109.95
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Exemplo: Regressao de Y em X;

modelol2 <— lm(Y ~ X1 + X2)
summary(modelol2)$coefficients

#H# Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
## (Intercept) -19.1742456 8.3606407 -2.2933943 0.03484327
## X1 0.2223526 ©0.3034389 0.7327755 0.47367898
##H X2 0.6594218 0.2911873 2.2645969 0.03689872
anova(modelol2)

## Analysis of Variance Table

##

## Response: Y

#H# Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

## X1 1 352.27 352.27 54.4661 1.075e-06 xxkx

## X2 1 33.17 33.17 5.1284 0.0369 x

## Residuals 17 109.95 6.47

##
##

Signif. codes: 0 'skk' 0.001 'sk' 0.01 'x' 0.05 '.

'0.1 "'

1

e X»
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Exemplo: Regressaode Y em X; e X;

SQReg <- sum(anova(modelol2)[1:2,2])
SQReg

## [1] 385.4387
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Exemplo: Soma extra de quadrados

Quando ambos X; e X, estdo no modelo, temos que SQE(X;, X,) = 109.95, que é
menor do que com apenas X; no modelo, SQE(X;) = 143.12.

Esta diferenca € denominada soma extra de quadrados:
SQReg(Xz | X1) — SQE(Xl) - SQE(Xl,Xz) = 143.12 — 109.95 = 33.17
Equivalentemente:

SOReg(X> | X1) = SOReg(X1,X2) — SOReg(X1) = 385.44 — 352.27 = 33.17
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Exemplo: Soma extra de quadrados

modelo12 <— m(Y ~ X1 + X2)
anova(modelol2)

## Analysis of Variance Table

#H

## Response: Y

1t Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

#H X1 1 352.27 352.27 54.4661 1.075e-06 *kx
#HE X2 1 33.17 33.17 5.1284 0.0369 *
## Residuals 17 109.95 6.47

## _

## Signif. codes: 0 'sxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Na tabela, a linha X, contém SQReg(X> | X1).
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Exemplo: Regressao de Y em X, X, e X3

(d) Regression of ¥ on Xy, Xz, and X,
P = 117.08 4 4.334 Xy ~ 2.857 X5 — 2,186 Xy

Source of
Varlation 55 df MS
Regression 396,98 3 132.33
Error 98.41 16 6.15
Total 495,39 19

Estimated Estimated
Variable Regression Coefficient Standard Deviation t
X by= 4.334 siby) = 3.016 1.44
X3 b3 = —-2.857 5|bs) = 2.582 =1.11
X3 by = 2,186 s|bs) = 1.596 -1.37

SOReg(X1,X2,X3) = 396.98

SOE(X1,X2,X3) = 98.41
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Exemplo: Regressao de Y em X, X, e X3

modelo123 <- lm(Y ~ X1 + X2 + X3)
summary(modelol23)$coefficients

## Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
## (Intercept) 117.084695 99.782403 1.173400 0.2578078
## X1 4.334092 3.015511 1.437266 0.1699111
## X2 -2.856848 2.582015 -1.106441 0.2848944
## X3 -2.186060  1.595499 -1.370142 0.1895628
anova(modelo123)

## Analysis of Variance Table

##

## Response: Y

##t Df Sum Sqg Mean Sq F value Pr(>F)

## X1 1 352.27 352.27 57.2768 1.131e-06 s**x

## X2 1 33.17 33.17 5.3931 0.03373 x*

## X3 1 11.55 11.55 1.8773 0.18956

## Residuals 16 98.40 6.15

#H ——

## Signif. codes: 0 'skx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 '

1
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Exemplo: Soma extra de quadrados

Quando Xi, X, e X3 estdo no modelo, temos que SQE(X;, X», X3) = 98.41, que €
menor do que com apenas X; e X, no modelo, SQE(X;, X,) = 109.95.

Esta diferenca € denominada soma extra de quadrados:

SOReg(X3 | X1, Xa) = SQE(X,, Xa) — SQE(Xy, X2, X3)
= 109.95 - 98.41 = 11.54

Equivalentemente:

SOReg(X3 | X1,X2) = SOReg(X1,X5,X3) — SOReg(X1, X>)
= 396.98 — 38544 = 11.54
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Exemplo: Soma extra de quadrados

modelo123 <— lm(Y ~ X1 + X2 + X3)
anova(modelo123)

## Analysis of Variance Table

#

## Response: Y

1t Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

# X1 1 352.27 352.27 57.2768 1.131e-06 *kx
#H X2 1 33.17 33.17 5.3931 0.03373 *
#H X3 1 11.55 11.55 1.8773 0.18956

## Residuals 16 98.40 6.15

## -

## Signif. codes: 0 'sxx' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

Na tabela, a linha X, contém SQReg(X> | X1).

Na tabela, a linha X5 contém SQReg(X5 | X1, X»).
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Exemplo: Soma extra de quadrados

Podemos avaliar, também, a adicao de mais de uma variavel ao mesmo tempo.
Por exemplo, podemos avaliar o efeito de incluir X, e X3 a um modelo com

apenas Xi:

SOReg(X2, X3 | X1) = SQE(X1) — SQE(X1, X2, X3)
= 143.12 — 98.41 = 44.71

Equivalentemente:

SOReg(X2, X3 | X1) = SQReg(X1, X5, X3) — SOReg(X1)
= 396.98 — 352.27 =44.71
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Exemplo: Soma extra de quadrados

modelol <— 1m(Y ~X1)
modelol123 <— Im(Y ~X1 + X2 + X3)

anova(modelol, modelo123)

## Analysis of Variance Table

#H

## Model 1: Y ~ X1

## Model 2: Y ~ X1 + X2 + X3

##  Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)

#H 1 18 143.120

#H 2 16 98.405 2 44.715 3.6352 0.04995 *

## N

## Signif. codes: @ 'xxk' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

SQReg(Xz,X3 | Xl) =44771
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Soma extra de quadrados

Em geral, se temos X; e X; no modelo, podemos escrever:
SOReg(X1, X>) = SOReg(X1) + SOReg(X> | X1)
ou, dado que a ordem de entrada das variaveis é arbitraria no modelo, temos:

SOReg(X1,X2) = SOReg(X>) + SOQReg(X | X2)
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Exemplo

S5TO = 495.39

SSR(X;) = 381.97 <

SSR(X,|X,) = 3.47 —
SSE(X,) = 113.42 <

<

< SSR(X;, X;) = 385.44 —»<

> SSE(X,, X3) = 109.95 —<

r

o

.‘

S5TO = 495.39

. SSR(X,) = 352.27

> SSE(X,) = 143.12

- SSR(X2[X1) = 33.17
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Soma extra de quadrados

Se temos X, X; e X3 no modelo, podemos escrever, por exemplo:
SOReg(X1, X2, X3) = SOReg(X;) + SOReg(Xa | X1) + SOReg(X3 | X1, X2)
SOReg(X1,X2,X3) = SOReg(X2) + SOReg(X3 | X2) + SOReg(X; | X2, X3)

SOReg(X1, X2, X3) = SOReg(X1) + SOReg(X>, X3 | X1)
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Teste para f; usando soma extra de quadrados

’ H():ﬁk = 0.

’ Hliﬂk ?50

Vimos que podemos usar a seguinte estatistica do teste:

A

; D sob H

I = ~

\ Var (Bk) tn_p

24/55



Teste para f; usando soma extra de quadrados

Equivalentemente, podemos utilizar soma extra de quadrados para 0 mesmo
teste de hipdteses.

Estatistica do teste:

e SOReg(Xi | X15 -+ s Xi—15 Xi15 -+ » Xp—1)  SQE(X1, ..., Xp-1)

1 n—p
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Exemplo: Regressao de Y em X, X, e X3

Queremos testar se X3 pode ser excluida do modelo.

modelol2 <— 1m(Y ~X1 + X2)
modelo123 <— Im(Y ~X1 + X2 + X3)
anova(modelo12,modelo123)

## Analysis of Variance Table

#H

## Model 1: Y ~ X1 + X2

## Model 2: Y ~ X1 + X2 + X3

##  Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
#1 17 109.951

#H 2 16 98.405 1 11.546 1.8773 0.1896

F* = 1.88. Ndao encontramos evidéncias para rejeitar Hy: fs

0.
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Teste para varios S 's usando soma extra de
quadrados

’ H():ﬁq =ﬁq+1 = ... =ﬂp_1 = 0.
* Hp:pelo menosum g, ..., f,—1 NA0 é zero.

(por conveniéncia, a notacdo assume que os ultimos p — g coeficientes do
modelo serdo testados)

Estatistica do teste:

SOReg(Xy, ..., Xp—1 | X1, ..., Xg-1)  SQE(Xi, ..., Xp-1)
pP—q | n—p

27/55



Exemplo: Regressao de Y em X, X, e X3

Queremos testar se X; e X3 podem ser excluidas do modelo.

modelol <— Im(Y ~ X1)
modelo123 <— Im(Y ~ X1 + X2 + X3)
anova(modelol,modelo123)

## Analysis of Variance Table

#H

## Model 1: Y ~ X1

## Model 2: Y ~ X1 + X2 + X3

##  Res.Df RSS Df Sum of Sq F  Pr(>F)

#1 18 143.120

#H 2 16 98.405 2 44.715 3.6352 0.04995 x

## N

## Signif. codes: 0 'sxkk' 0.001 'xx' 0.01 'x' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

F* =3.64.
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Coeficiente de Determinacao Parcial



Motivacao
Para avaliar o modelo: observar quanto da SQT esta contida em SQReg e quanto

esta na SQE.

Podemos utilizar para avaliar o modelo:

Zyzl(f/i — 7)2 _ SQOReg

R? = S
Yo (Yi = ¥)? SOT

conhecido como coeficiente de determinacgado, que é a proporcado da
variabilidade total explicada pelo modelo de regressao ajustado.

O coeficiente de determinacao parcial ira avaliar a contribuicao marginal de
alguma(s) preditora(s), dado que as demais ja estdao no modelo.
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Caso de duas variaveis preditoras

Yi =po+ /i Xa + X+ e

 Coeficiente de determinacdo parcial entre Y e X;, dado que X, ja esta no
modelo:

SQE(X2) — SQEX1,X2) _ SQOReg(Xi | X2)

R2 .. =
rii2 SQE(X>) SQE(X>)

* Coeficiente de determinacao parcial entre Y e X,, dado que X; ja esta no
modelo:

R = SOEX)) — SOEX1, X)) _ SOReg(X> | X1)
e SQEX1) T SQE(X))
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Exemplos

SOReg(X1 | X2, X3)

Ry =
rij23 SOE(X2, X3)
R SOReg(X> | X1, X3)
raiis SOE(X1, X3)

R2 SQOReg(X3 | X1,X2)
3l SOEX1,X>)

R B SOReg(Xa | X1,X2, X3)
vairas SOE(X;, X2, X3)
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Exemplo: Gordura corporal

SQE1 <- deviance(modelol) #SQE modelo sé com X1

SQE2 <- deviance(modelo2) #SQE modelo sé com X2

SQE12 <- deviance(modelol2) #SQE modelo com X1 e X2
SQE123 <- deviance(modelol23) #SQE modelo com X1 X2 e X3
SQReg2.1 <- SQE1-SQE12 # SQReg(X2|X1)

SQReg3.12 <- SQE12-SQE123 # SQReg(X3|X1,X2)

RY2.1 <- SQReg2.1/SQE1l # Coef. det. parcial de Y com X2 dado X1 no modelo
RY2.1

## [1] 0.2317564

RY3.12 <- SQReg3.12/SQE12 # Coef. det. parcial de Y com X3 dado X1 e X2 no modelo
RY3.12

## [1] 0.1050097
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Exemplo: Gordura corporal

Quando X, é adicionada ao modelo contendo apenas X;, a SQE(X;) é reduzida
em 23%. A inclusao de X, no modelo explica 23% da variacdo em Y que nao
pode ser explicada apenas por X;.

Quando X3 é adicionada ao modelo contendo X; e X5, a SOE(X;, X>) é reduzida
em 10%. Isto &, 10% da variacdao em Y que ndo pode ser explicada pelo modelo
com X; e X, é explicada pela inclusdao de X3 no modelo.
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Propriedades

O coeficiente de determinacao parcial assume valores entre O e 1.

Outra maneira de obter R%llz:

* Obtenha os residuos da regressao de Y em Xz: e;(Y | X2).
* Obtenha os residuos da regressao de X; em Xz: ¢;(X1 | X2).
* Calcule R? entre ¢;(Y | X2) e e;(X1 | X).

O diagrama de dispersao de ¢;(Y | X2) versus e;(X; | X2) fornece uma
representacdo grafica da relacdo entre Y e X, ajustada por X». E também
chamado de added variable plot ou grafico de regressao parcial.
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Regressao Multipla Padronizada



Motivacao

Erros de precisao numérica quando
- X" X tem determinante préximo de 0.
elementos de X’ X diferem substancialmente em ordem de magnitude.

Para cada um dos problemas, ha solug¢des propostas.

Veremos inicialmente o problema de ordem de magnitude.
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Transformacao de correlacao

Ao utilizarmos a transformacado de correlacao, obtemos que todos os elementos
de XX variam entre 1 e —1.

Isto acarreta menos problemas de arredondamento para inverter X’ X.
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Falta de comparabilidade entre coeficientes

Em geral, ndo podemos compara os coeficientes de regressao entre si, dado que
nao estdo nas mesmas unidades.

Exemplo:

Y = 200 + 20000X; + 0.2X;
Pode-se pensar que apenas X; é relevante no modelo.
Mas suponha que:
Y: dblares
X1: milhares de doélares

X,: centavos de dodlares
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Falta de comparabilidade entre coeficientes

O efeito na resposta média do aumento de 1000 ddélares em X; (1 unidade de
aumento, X; esta em milhares) quando X, € constante, é de 20000 ddlares.

O efeito na resposta média do aumento de 1000 dolares em X, (100000
unidades de aumento, X, esta em centavos) quando X; € constante, é de 20000
dolares.

Transformacao de correlagdo evita este tipo de comparac¢ao equivocada.
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Transformacao de correlacao

Padronizacdo usual:

em que:
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Transformacao de correlacao

A transformacdo de correlacdao € uma funcdo das variaveis padronizadas:

e (yi_y>
i vn—1 Sy

1 <Xik — X

>, k=1,2,....,p—1
Sk
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Modelo de Regressao Padronizado

Y =prXi+ ... +ﬂ;_1Xifp_1 + &
Relacdo com modelo de regressao multipla usual:
Sy
P = <—>ﬁ,f, k=1,2,...,p—1
Sk

Po=Y—-PpX1—...— Pp_1Xp-1
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Modelo de Regressao Padronizado

le*l X X{’ip_1 )
- X5 X3 ... X3,
nXp—1 —
(Kn1 X2 np-1)
Seja a matriz de correlacao de X:
( 1 ri2 rp—-1 \
1 1 U |
PXXp—1xp—1 =
\rp—l,l rp—1,2 1 ),
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Modelo de Regressao Padronizado

em que rj; € o coeficiente de correlagdo entre X; e X;.

T |57 )] s ()

1 XXy = X)X — Xy)
n—1 Sj Sk
> (X — X)X — Xx)
V X = X)) X — X7
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Modelo de Regressao Padronizado

Portanto, temos que:
X*X* = ryy .
De maneira similar:
X*TY;—IXI = I'rx

em que ryx € o vetor de correlacBes entre Y e cada coluna de X.
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Modelo de Regressao Padronizado

Equacdes normais:
X*TX*ﬁ* - x*Ty
Estimador de minimos quadrados:
ﬁ* _ (X*TX*)—IX*TY

Equivalentemente:

= r);X ryx .
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Exemplo

ds = read.csv("http://www.math.smith.edu/r/data/help.csv")
female = subset(ds, female==1)

Iml = Im(pcs ~ mcs + homeless, data=female)

summary(1lml)$coefficients

1t Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
## (Intercept) 39.6261938 2.49829796 15.861276 1.595217e-29
## mcs 0.2194469 0.07643551 2.871007 4.958451e-03

## homeless —-2.5690667 1.95078674 -1.316939 1.907536e-01

48/55



Exemplo

library(QuantPsyc)
lm.beta

## function (MOD)

# {

#Ht b <— summary(MOD)$coef[-1, 1]
1t sx <— sapply(MOD$model[-1], sd)
1Ht sy <— sapply(MOD$model[1], sd)
#i# beta <— b x sx/sy

#H return(beta)

#t }

## <environment: namespace:QuantPsyc>
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Exemplo

1m.beta(lml)

#Ht mcs homeless
#H 0.2691888 -0.1234776

Uma mudanca de 1 desvio-padrao em mcs tem mais do que o dobro de impacto
de uma mudanca de 1 desvio-padrdao em homeless.
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Exemplo: Dwaine Studios

Y: vendas

X;: populacao

X,: renda per capita

dados <- read.table("./dados/CHO7TAQ5. txt")
colnames(dados) <- c("Yy","X1","X2")

dados

#H
#H 1
#H 2
#t 3
# 4
#H 5
## 6
# 7
#t 8
#H 9
# 10
#H 11

174.
164.
244,
154.
181.
207.
152.
163.
145.
137.
241.

O N PDPNOULIODODON B XL

68.
45.
O1.
47.
46.
66.
49.
52.
48.
38.
87.

>
[

O »h OO Ul L O 00 WN U

=
N

16.
16.
18.
16.
17.
18.
15.
17.
16.
16.
18.

W o ON ONWWNOL
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Exemplo: Dwaine Studios

Modelo usual, sem padronizacao:

modelo <— lm(Y ~ X1+X2,data=dados)
summary(modelo) $coefficients

1t Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
## (Intercept) —68.85707 60.0169532 -1.147294 2.662817e-01
# X1 1.45456 0.2117817 6.868201 2.001691e-06

#H X2 9.36550 4.0639581 2.304527 3.332136e-02
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Exemplo: Dwaine Studios

Modelo padronizado:

dadosPadrao <- as.data.frame(scale(dados)/sqrt(dim(dados) [1]-1))
modeloPadrao <— lm(Y ~ X1+X2-1,data=dadosPadrao)
summary (modeloPadrao)$coefficients

it Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
#H X1 0.7483670 0.106055 7.056406 1.025522e-06
# X2 0.2511039 0.106055 2.367676 2.866468e—-02
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Exemplo: Dwaine Studios

Ou, diretamente, pelo comando:

1m. beta(modelo)

## X1 X2
## 0.7483670 0.2511039

Note que o comando apenas libera as estimativas (sem erro-padrao, testes,
etc...)
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Leitura

- Applied Linear Statistical Models: Se¢des 7.1-7.5.
- Draper & Smith - Applied Regression Analysis: Capitulo 6.
+ Weisberg - Applied Linear Regression: Secdes 6.1-6.3

+ Faraway - Linear Models with R: Secdes 3.1 e 3.2.

T CAN'T BELEVE SCHOOLS
ARE STiLL TEACHING KIDS
ABOUT THE NULL HYROTHESIS.

l
I REMEMBER READING A BIG
STUDY THAT CONCLUSIVELY
DISPROVED IT MEARS' AGO.

i
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http://onlinelibrary.wiley.com/book/10.1002/9781118625590
http://unicampbr.summon.serialssolutions.com/2.0.0/link/0/eLvHCXMwrV1NSwMxEB1EDyoFv22tSs5Ca5JdN9mTWLX0oljwXqZJCh5cy3YF_fdmku0KhXryGCZfhCQzTN57AUhkn_dW7oQURSaFUUamqDBVM41CckyN0M5wNOFP23w8Vs8jUs0Z_PWASqSJ9_m1_TAPAWXZjwyAW1sHtaTYJolf7l0ZHdW7QfKbdeH0DMjDl0F-M-vM166Fn5Zl3VCOIiIyOJrh3n_MaR-2HFEYDmDDFYew-9Qosy6O4CpcA4ySYm7B3gr2UvoTHRCy3wwLyyj6jOLNx3A5fHy9H_XiNCbzKEwxWY6TnEALCSBfVIFIZ9vAfCiHWjlhUU0pm6YxkQptluezG8wV78Dpmt460F2xVF9VYz1b264LOz66qGEu57BZlZ_uArbrtZqWP8hqnhA
http://www.maths.bath.ac.uk/~jjf23/LMR/

