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Multicolinearidade



Introducao

Vamos considerar o modelo de regressao linear multipla:
. .. 2
Y, =81 Xy + B Xip+e€, i=1,...,n, ¢ iid ~ N(0,07)

em que X7 e X5 sdo variaveis tranformadas via transformacado de correlacdo (ou seja estdo centradas
no 0 e limitadas entre -1 e 1).

A matrix de desenho do modelo é data por

/Xll Xlz\
X = X.21 X.22 e XTX = ( > X3 ZXil);m)
D XaXe DX,

\)(.nl )(.n2

Dai temos que

det XTX ZX ZX (Z XilXi2)2
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Se X1 e X5 sdo ndo colineares entdo temos que » | X;1 X;2 = 0 e a matrix
X'X = diag(> X2,>° X32).
Dai temos que
Y. XaY;
~ 2
B=(XTX)'XTY = | T
> X

E neste caso obter os estimadoes para 81 e B2 na regressdo multipla é
equivalente a estima-los separadamente via modelos de regressao linear
simples independentes; e

SQReg(X:1 | X3) = SQReg(X1) e SQReg(X, | X1) = SQReg(X>)

]
iMECC
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Por outro lado se X; e X5 sdo perfeitamente correlacionadas entdo

ZXz'Ql ZXZ% — (Z XilXi2)2 €
det(XTX) =0

Neste caso ndo é possivel obter a matriz XTX e o sistema de equacoes
normais nao possue solucao unica.

Quanto mais préoximo de 1 for a correlagdo entre as variaveis mais proximo de 0
seraodet(X'X) =0
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Exemplo

X1:tamanho da equipe ; X5: pagamento (ddlares) ; e Y: produtividade .

dados = read.table('./dados/CHO7TAG6.txt")
colnames(dados) <- c("X1","X2","Y")

dados

## X1 X2

T
T
T
T
T
T
T
T

0 NOUV DA~ WN R
(o2 o) N e) B @ ) T S S A

cor(dados$x1, dados$x2)

## [1] o
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Regressdode Y em Xi: Bl.

T
T
T

T
T
T
T
T
T
T
T

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 23.500 10.111359 2.324119 0.05911468
X1 5.375 1.983001 2.710539 0.03508095

Analysis of Variance Table

Response: Y

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
X1 1 231.12 231.125 7.347 ©.03508 *
Residuals 6 188.75 31.458
Signif. codes: © '***' 9,001 '**' ©0.01 '*' ©.05 '.' 0.1 ' ' 1

SQReg(X;) = 231.12
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Regressdo de Y em Xs: Bz-

T
T
T

T
T
T
T
T
T
T
T

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) 27.25 11.607738 2.347572 0.05724814
X2 9.25 4.552929 2.031659 0.08846031

Analysis of Variance Table

Response: Y

Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)
X2 1 171.12 171.125 4.1276 0.08846 .
Residuals 6 248.75 41.458
Signif. codes: © '***' 9,001 '**' ©0.01 '*' ©.05 '.' 0.1 ' ' 1
[32 — 9.253

SQReg(X,) = 171.12

IMECC
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~ % ~ %
Regressdode Y em X e Xo: B, e B,.

#it Estimate
## (Intercept) 0.375
## X1 5.375
## X2 9.250

Std. Error

1.3275918

t value Pr(>|t])
4.7404509 0.0791064 0.9400164184
0.6637959 8.0973685 0.0004657066
6.9675031 0.0009365829

~ %

A

B

2 — 9.253
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T
T
T
T
T
T
T
T
T

T
T
T
T
T
T
T
T
T

Analysis of Variance Table

Response: Y

Df Sum Sq Mean Sq
X1 1 231.125 231.125
X2 1 171.125 171.125
Residuals 5 17.625 3.525

Signif. codes: © '***' 9,001

SQReg(X2|X1) = SQE(X2) — SQE(X1, X5) = 171.12 = SQReg(X>)

Analysis of Variance Table

Response: Y

Df Sum Sq Mean Sq
X2 1 171.125 171.125
X1 1 231.125 231.125
Residuals 5 17.625 3.525

Signif. codes: © '***' 9,001

SQReg(X:1|Xz) = SQE(X:) — SQE(X1, X5) = 231.12 = SQReg(X1)

IMECC

F value Pr(>F)
65.567 0.0004657 ***
48.546 0.0009366 ***

¥k 9.01 '*' 9.05 '

F value Pr(>F)
48.546 0.0009366 ***
65.567 0.0004657 ***

k¥ 9.01 '*' 9.05 '
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Exemplo 2

dados = read.table('./dados/CHO7TA@8.txt")
colnames(dados) <- c("X1","X2","Y")
dados

## X1 X2 Y
## 1 2 6 23
## 2 8 9 83
## 3 6 8 63
## 4 10 10 103

cor(dados$x1, dados$x2)

## [1] 1
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modelol <- 1m(Y ~ X1 + X2,data=dados)
summary (modelol)$coef

## Warning in summary.lm(modelol): essentially perfect fit: summary may be

## unreliable

Hit Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
## (Intercept) 3 6.064937e-15 4.946465e+14 4.087051e-30
## X1 10 8.492610e-16 1.177494e+16 7.212443e-33

que produz valores ajustados perfeitos (residuo nulo):

# 1 2 3 4
## 23 83 63 103

P
iMECC
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Y = 87+ X, + 18X,
Y =-7+9X; 42X,
também fornecem os mesmos valores para Y.

Problema: X e X, sdo perfeitamente correlacionadas (X = 5 + 0.5.X7).

Podemos obter bons valores ajustados/preditos, mas nao podemos interpretar os parametros do
modelo (pois temos infinitas possibilidades).
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Efeitos da multicolinearidade

Na pratica, dificilmente encontraremos variaveis preditoras que sejam
perfeitamente correlacionadas entre si.

No entanto, quando a correlacdo é alta, temos problemas similares aos vistos no
exemplo anterior.
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Efeito nos coeficientes de regressao

Xq: triceps

X9: coxa

X3: antebraco

Y : gordura corporal
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Exemplo
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Exemplo

Quando as preditoras tém correlacdo, os efeitos das variaveis sao marginais ou
parciais.

Variavel no modelo B B

X1 0.857
Xo 0.857
X1, X5 0.222 0.659
X1, Xo, X3 4.334 -2.857

As estimativas do efeito de X; no modelo variam muito, dependendo das
variaveis que sao consideradas nos modelos. O mesmo pode ser dito sobre o

efeito de X>.

iMEce 17/29



Efeito na soma extra de quadrados

Quando as variaveis preditoras apresentam correlacao, a contribuicao marginal
de cada variavel na reducdao da soma de quadrados do erro varia, dependendo

de quais variaveis ja estao no modelo.

Por exemplo: considerando apenas X7 no modelo

## Analysis of Variance Table

H#it

## Response: Y

H#it Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

##H X1 1 352.27 352.27 44.305 3.024e-06 ***
## Residuals 18 143.12 7.95

#H ---

## Signif. codes: @ '***' @9.001 '**' 9.01 '*' .05 '

SQReg(X1) = 352.27

IMECC

1 6.1 1 1
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Exemplo

Considerando X1 e X9 no modelo (primeiro X5 e depois X7):

## Analysis of Variance Table

H#it

## Response: Y

H#it Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

#H X2 1 381.97 381.97 059.057 6.281le-07 ***
## X1 1 3.47 3.47 0.537 0.4737

## Residuals 17 109.95 6.47

#H ---

## Signif. codes: © '***' 9,001 '**' 9.01 '*' ©.05 '.' 0.1 ' ' 1
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Exemplo

O modelo de SQReg( X7 | X1) ser tdo pequeno quando comparado a
SQReg(X1) é aalta correlacdo entre X7 e X5 (0.92) e de cada uma delas com
a variavel resposta (0.84 e 0.88, respectivamente).

Desta forma, quando X5 ja estd no modelo, a contribuicdo marginal de X7 é

J 1
pequena na reducdo da soma de quadrados do erro, pois X9 contém
praticamente a mesma informacdo que Xj.
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Efeito no desvio-padrao da estimativa

X1 0.129

Xo 0.11
X1, X5 0.303 0.291
X1, Xo, X3 3.016 2.582
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Efeito nos valores ajustados e preditos

Variavel no modelo QME

X1 7.95
X1, Xo 6.47
X1, X9, X3 6.15

QM E diminui conforme varidveis sdo adicionadas ao modelo (caso usual).
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Efeito nos valores ajustados e preditos

A precisao do valor ajustado ndo é tao afetada quando inserimos ou nédo uma
variavel preditora muito correlacionada com outra ja no modelo.

Por exemplo, se considerarmos apenas o modelo com X7, o valor estimado de
gorduta corporal para X; = 25 é:

A

Y =19.934 \/ Var(Y) = 0.632

Quando incluimos X, altamente correlacionada a X7, temos:

A

Y = 19.356 \/ Var(Y) = 0.624

quando X1 = 25 e X9 = 50, por exemplo.
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Efeito nos testes simultaneos de 3;,

Considere os dados sobre gordura corporal e o modelo com X7 e X5 no
modelo.

Queremos testar Hy: 81 = B2 = 0.

Calculamos:

A, B
VVar(8) \/Var(8)

e ndo rejeitamos Hy se ambos |t1| e |t3| forem menores do que

ty 5.0/ = 2.46

1 t

para a = 0.05.

]
iMECC
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Exemplo

#i#

## Call:

## Im(formula = Y ~ X1 + X2, data = dat)

#i#

## Residuals:

#H# Min 1Q Median 3Q Max

## -3.9469 -1.8807 0.1678 1.3367 4.0147

#i#

## Coefficients:

Hit Estimate Std. Error t value Pr(>|t])

## (Intercept) -19.1742 8.3606 -2.293 0.0348 *

## X1 0.2224 0.3034 0.733 0.4737

## X2 0.6594 0.2912 2.265 ©.0369 *

H# ---

## Signif. codes: © '***' 9,001 '**' 9.01 '*' ©.05 '.' 0.1 ' ' 1
#i#

## Residual standard error: 2.543 on 17 degrees of freedom
## Multiple R-squared: ©.7781, Adjusted R-squared: ©.7519
## F-statistic: 29.8 on 2 and 17 DF, p-value: 2.774e-06

N&o rejeitamos Hj.
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Exemplo

T
T
T
T
T
T
T
T
T

T
T
T
T
T
T
T
T
T

Analysis of Variance Table
Response: Y
Df Sum Sq Mean Sq F value Pr(>F)

X1 1 352.27 352.27 54.4661 1.075e-06 ***
X2 1 33.17 33.17 5.1284 0.0369 *
Residuals 17 109.95 6.47
Signif. codes: © '***' @.,001 '**' 0.01 '*' ©0.05 '.' 0.1
Analysis of Variance Table
Model 1: Y ~ 1
Model 2: Y ~ X1 + X2

Res.Df RSS Df Sum of Sq F Pr(>F)
1 19 495.39
2 17 109.95 2 385.44 29.797 2.774e-06 ***
Signif. codes: © '***' @.,001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1
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Exemplo

Se utilizarmos o teste F' para Hy : 81 = B9 = 0, temos:

QMReg  385.44/2
QME  109.95/17

Fobs — = 29.8

Sob H a estatistica do teste tem distribuicdo F'(2,17), de maneira que o valor
critico para a = 0.05 é 3.59.

Encontramos evidéncias para rejeitar Hy.

Resultado contrario ao obtido com os testes £ com correcdao de Bonferroni.

n
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Leitura

- Applied Linear Statistical Models: Secao 7.6.

Faraway - Linear Models with R: Secao 7.3.

WHAT'S FREAKING US OUT HERE |15 THAT WE'VYE
FOUND A CORRELATION BETWEEN OWNING CATS
AND BEINC STRUCK BY LICGHTNING -

\
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